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In questo seminario esporremo alcuni risultati riguardo ad una 

classe di operatori differenziali ellittici degeneri del 2° ordine, a pro 

posito delle seguenti questioni (L indica un operatore della classe con- 

siderata): 

1) Stima della funzione di Green in termini della distanza d associata 

all'operatore L 

2) Caratterizzazione dei punti di frontiera regolari per il problema di 

Dirichlet relativo all'operatore L, mediante una condizione del tipo 

di quella di Wiener per il laplaciano. 

3) Criteri geometrici di regolarità. 

2 sil ‘ Sia d% un aperto connesso di R, con n > 3. Siano, per 

n 
Tsi syX=L a..(y) na operatori differenziali del 1° ordine a coef 571 1J dx. 

“i 

ficienti Ca sR). 

Indicate con b, (1 < i sy) altre funzioni in C° (9R)» sia: 

hs r 
L= di x; + }» b. (x) x; 

Sull'operatore L facciamo le seguenti ipotesi: 

i) L'algebra di Lie generata da NELZZZIA ha rango n in ogni punti di Q 

ii) Esistono due funzioni strettamente positive 8, 0* di classe cÉ(0_,R) 
tali che L8 < 0, L*6*<0 in Qi L* denota l'operatore aggiunto formale 
dik 

Queste ipotesi garantiscono (cfr. [B]) che ogni aperto wcc9 
Co) dotato, in ciascun punto di frontiera di una normale esterna non caratte- 
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ristica per L, possiede una funzione di Green g, mediante la quale si può 

rappresentare la soluzione generalizzata‘del problema di Dirichlet. 

Lu=-u1 inw [u = misura con supporto C w ] 

u/dw = 0 

nella forma: 

u(x) -J g(x,y) duly) Vx e w. 
w 

La funzione di Green consente inoltre di rappresentare in w le 

funzioni L-superarmoniche, ed i potenziali; in particolare: se 

u e S(w) N H(w-K) [L-superarmonica in w, e armonica in w-K] con Kccw, esi 

stono e sono uniche h € H(w) e u € M'(K) ( misura non negativa con suppor 

to in K) tali che: 

(1) u(x) = h(x) :/ g(x,y) duly) YWxe w 

UW 

se u e 2(w) [uè un L-potenziale suw] allora la (1) vale con 

h = 0 (cfr [N,S]). 

Se F è un compatto C w, poniamo 

cir repanità di F1°8 

= sup {u(F)/u € “0. f g(x,y)du(g) S1 wxe w} 
F 

Si dimostra (cfr [L], [N,S]) che esiste up € m*(F) tale che 

up(F) = C(F); Up si chiama misura di equilibrio di F, e la funzione 
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V(x) -f g(x,y) dur(y) vX E w 
w 

si chiama potenziale di equilibrio di F inw. Risulta V(x) = 1 in int È, 
si ha inoltre che la misura Up ha il supporto contenuto in 9F (quindi 
C(F) = C(9F)). I1 potenziale di equilibrio di un compatto F sarà indica- 
to anche con A 

Diamo ora la definizione della distanza d associata all'opera- 
tore L. Questa distanza è stata introdotta da Fefferman-Phong [F,P], Na 
gel-Stein-Wainger [N,S,W] per operatori con coefficienti e, da Franchi- 
-Lanconelli [F,L,1] per certi operatori con coefficienti non regolari. Fa 
cendo uso della distanza d, stabiliremo alcuni criteri di regolarità per 
il problema di Dirichlet relativo all'operatore L. 

Una curva y CN, SÌ dice X-ammissibile se; 

i)yè c! a tratti 

ii) Ciascuno dei tratti c! di y è una curva integrale di uno dei campi 
EX] aes oatX . 

Se y [0,T] + 2, è una parametrizzazione di Y soddisfacente i), 
ii), porremo 1(y) = T. 

L'ipotesi sul rango di LX 3++:X,) permette di dimostrare che 
per ogni x, ye % esiste una curva Y X-ammissibile che congiunge x con y; 
Si può perciò definire: 

d(x,y) sd inf{2(Y)|y è X-ammissibile e congiunge X con y}. 
Questa d è una distanza, essa risulta equivalente a quella de- 

finita in [N,S,W] (cfr. [F]). Si può dimostrare inoltre che, se l'operato- 
re L è ellittico, e A è Ja matrice della sua parte:principale, allora la 
distanza d è equivalente alla distanza riemanniana generata dalla forma bi- 
hi neare 
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bt = < N 'bdend 

in particolare, se L = A (operatore di Laplace), d è equivalente alla di 

stanza euclidea. 

Nel seguito faremo frequente, uso delle seguenti proprietà del 

la distanza d: 

i) esiste c > 0 tale che d(x,y) 2 c |x-y| per ogni x, y € 9 

ii) (proprietà di duplicazione): esiste C, > 0 tale che, per ogni 

x € I) r > 0 risulta: 

u(s(x,2r)) s C, (s(x,r)) 

(u denota la misura di Lebesgue , s(x,2r) e s(x,r) le sfere, nella 

distanza d, di centro x e raggio rispettivamente 2 r e r) 

iii) la topologia generata in % da d coincide con quella indotta in % 

dalla tipologia euclidea di R". 

Facendo uso della distanza d è stata stabilita, da Sanchéz-Calle 

[S] e Nagel-Steim-Wainger [N,S,W] una stima esplicita per la funzione di 

Green per l'operatore L: 

Teorema 1. SiawC 9, Un aperto dotato difunzione di Green g, 

per l'operatore L. Allora esistono due costanti c > 0 e C > 0 tali che: 

per ogni (x,y) di un intorno della diagonale di w x w risulta: 

2 
scott 

g(xy) SC Ts(xd(x,y))) 
2 

spie (2) © i(s(x,d(x,y))) UA 

Più brevemente, esprimeremo la (2) scrivendo: 
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2 n d°(x,y) gv) “di 

Osservazione 1. Se L = A (e allora d è equivalente alla distan 

2 
i Ì i i mer che cor za euclidea), l'espressione u(s (asdlx,y))) equivale rl"? » die 

risponde alla soluzione fondamentale. 

Osservazione 2. Per ogni fissato y € w, risulta lim g(x,y)= +0. 

xy 
Infatti, essendo d(x,y) 2 c |x-y], risulta s(x,r)C B(x, Dj (B = boccia eu 

clidea), quindi u(s(x,r)) < u(B(x,7)) 3 r, e pertanto 

2 
d'(x,y) 1 a — 7745 2 * 37,7) da cui segue quanto affermato. u (stx,d(x,y))) © “OST daTgy) da cui segue q n 

La funzione x + g(x,y) è dunque una funzione superarmonica posi- 
tiva, che vale +° in y, dunque l'insieme {y} è polare (cfr. [C,C], proposi 
zione 6.2.1). 

Osservazione 3. La formula (2) permette di ottenere una stima 
esplicita per la capacità di una qualunque sfera nella distanza d, risul- 
ta: 

(3) C(s(x,r)) = ns (1) 
P 

Infatti, indicati con LA e U, rispettivamente il potenziale e 
la misura di equilibrio di s =s(x,r), e tenendo conto del fatto che x è 
punto interno di s, per la proprietà di d di generare la stessa topologia 
della distanza euclidea, si ha: 



2 2 2 
S £ È: Ly - —" z 

1= V3(x) = 1 g(xy)du_ (y) = È u(s) du_(y) =) u(s) u_ (95) = (Sì) C(6) 

da cui segue la (3), della quale faremo uso nel seguito. 

Possiamo ora enunciare il criterio di Wiener: 

Teorema 2. Sia £ un aperto C I; sia y € 99; poniamo, per ogni 

KEN 

k 
dx = {x e g' |a! <d(x,y) SX}, IA 

essendo X un fissato numero reale e 10,1. 

Sia Vk il potenziale di equilibrio di U relativamente a un 

intorno w di y dotato di funzione di Green. 

Sono equivalenti le affermazioni: 

a) y è L-regolare per L 

Co 

b) YI Vv) = +0 
k=0 

Co 2Kk î 
c) pb AC). Lo 

K=d p(s(yA5)) 

L'equivalenza tra b) e c) è una semplice conseguenza delle sti 

me date per la funzione di Green, ci limiteremo pertanto ad indicare la 

tecnica di dimostrazione di a) ©& b). 

Per l'osservazione 2, l'insieme {y} è polare; ta regolarità di 

y per 2 è dunque caratterizzata dal criterio tipo De la Vallee-Poussin, 

contenuto in [N,S]. 

A 

(4) y è irregolare pero S& lim R y)=0 
2'NU ( 
1 

U € Uy 



VII-9. 

(Uy è il filtro degli intorni compatti di y). 

La dimostrazione di a) =>b) è molto semplice: supponiamo: 

b Vl) < +0. Fissato e > 0, sia pie N tale che >. VS) <e. Se 
k=0 

k=p 
(ce) 

U è un intorno compatto di y tale che 2'NUC U de allora (cfr. [C,C], 
k=p 

prop. 4.22 e teor. 4.2.2), risulta 

Ri Msi msdTuyo<e 
k=p 

dunque, in base a (4), y è irregolare per 9. sa 

Per dimostrare b) => a), supponiamo che >» v,(9) = +0 
k=0 

In tal caso, almeno una delle due serie » Vay 69) e pa» Vau+1 (9) diverge, 
k=0 k=0 

supponiamo sia la prima. 
gq 

Chiamiamo F = Mis il potenziale di equilibrio be n 24° “p,gl! P q bi Pl 

di F_ . 
P39 

La parte più rilevante della dimostrazione è dedicata a far ve 
dere che: 

Esiste un numero reale A > 0 tale che: per ogni pe N, e 
(5) per ogni q > p, q sufficientemente grande, risulta: 

> A "pg 

Una volta provato (5) basta osservare che: se U è un intor- 
no compatto di y, per p abbastanza grande, e per ogni q > p risulta 
F S U; quindi 
P.9 

Q' 

Ri avg MA 
p 
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non accade quindi che lim Ro Un = 0, e quindi a causa di (4), y 

Ue U, 

è regolare. 

Per provare (5), consideriamo le funzioni 

n (z) = V Vo; (2) 
i=p 

Sia z € Fo q° per un K tra pe q, risulta z e N' quindi 
2k° 

Ora, per i # k, abbiamo: 

V,;(2) |, g(z.E) duo; (E) = 

9%; 

(Up; indica la misura di equilibrio di Q',;) 

& sei g(y,E) £ 

g(z.€) S sup 225 V.. (Y) 
260, g(y,&) 2i 

EEN); 

E' proprio per stimare questo estremo superiore, che risulta op- 

portuna la decomposizione della serie L VW (y) în z Vayl9) + Toga y), 

k=0 

in questo modo, prendendo z € Dax Ee Q',., con i # k, la coppia (z,E) 
i 
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si mantiene lontana dalla diagonale di wx w. 

Sfruttando la stima della funzione di Green data nel teorema 

1, si riesce a dimostrare che: 

esiste una costante b. > 0 (dipendente solo da A) tale che per 

ogni p, qe N (p< q), e per ogni ze Fa q” risulta 

Mg BIEL, È Va) = 14, Wp,g0 

Con alcune considerazioni, basate essenzialmente sull'applica- 

zione del principio di minimo, si dimostra poi che: 

S (24C w er ogni z A Wp,g!2) (24 7 pa) Yp,q (2) per og E w 

da cui, per z = y, si ottiene 

w. (y) 
i lance 
P39 2+0, "o gi”) 

Fissato p, il 2° membro ha limite 1/05 per q > + a causa del 

la divergenza di di Vox)» perciò, per q abbastanza grande, risulterà 
k=0 

6 a P, Tm: e così provata la (5), e con essa il Teorema 2. 
: o 

Come applicazione dei teoremi 1 e 2 si ottengono alcuni crite- 

ri geometrici di regolarità. 

Teorema 3. Supponiamo che esista una costante c > 0 tale che: 

per ogni r > 0, abbastanza piccolo, risulti: 

u(2'N S(y.r)) = C u(s(y,r)). 



Allora y è regolare per 2. 

La dimostrazione è basata sul confronto di ur(x) = R 

con la funzione v0%) = g(x,z) di 
2'NS(yY,r) r 

Sfruttando il Teorema 1, si dimostra che v_(9) > cost. (indi- 

pendentemente da r), si prova poi, applicando il principio di minimo, che 

V_.(x) £ cost. u_(x) per ogni x, complessivamente risulta u (y) = cost: il ( 
l r 

Teorema 3 segue ora dalla. (4) (criterio tipo De la Vallee-Poussin). 

Osservazione. Quando L = A l'ipotesi del teorema 3 è soddisfat- 

ta, per esempio, quando esiste un cono con vertice in y 

contenuto in 2' (proprietà di cono). 

(e, 4009) 

Teorema 4. (proprietà della sfera esterna). 

Supponiamo che esista x e 2', 

tale che s(x,d(x,y)) C 2. 

Allora y è regolare per £. 

"Questo teorema si dimostra sfruttando 

certe proprietà geometriche della distanza d la mi 

sura di s(x,d(x,y)) N S(y,r) è equivalente alla mi 

sura di s(y,r), se r è abbastanza piccolo ([F,L,2], Proposizione 2.10); 

pertanto il teorema 4 segue come corollario del teorema 3. 

Esempio. Applichiamo il teorema 2 (criterio di Miemer) ad un 

caso concreto. Sia 

SÒ : i dx 

Studiamo la regolarità di 0 = (0,0,0) rispetto a L, per deter- 

minati aperti 9 C RI. 
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1) Sia 2 tale che in un intorno di U, ©' sia descritto da 

{xx le Ri] x + x S d(x,)} LORE Pe 

con è funzione continua e crescente, 

tale che $(0) = 0. Tenendo presente 

che, in questo caso, s(0,r) equivale a 

un parallelepippedo di semiassi 

Lari get pel, rispettivamente nelle direzioni di x> Ko» x» si dà una 

espressione esplicita di c(2')) in termini della capacità elettrostatica 

di un opportuno ellissoide, i cui semiassi hanno lunghezza che tengono con 

to delle dimensioni di 2, e della degenerazione di L. Tale capacità elet- 

trostatica si calcola esplicitamente (cfr. [K].) 

Si ottiene che la serie definita in C, teorema 2 ha Jo stesso ca 

rattere di bb rene » Quindi, per esempio, 0 è regolare per 

=0 x ]199(1)] k 
-2m x 

Q se C(E) > Ae SE Rig 

Osserviamo che, se m > U, una "spina" di tipo esponenziale è 

regolare per L. 

2) Sia ora 2 tale che un intorno di 0, 9' sia descritta da 

SA; o 

Una maggiorazione piuttosto rozza di C(9'k) è sufficiente per ve- 

3 
{X]3%9»%3) e R Tlx | $ Xpi xy] £ 

rificare che la serie e di teorema 2 è convergente: dunque 0 è irregolare 

per 2. 

Quest'ultimo esempio mette in evidenza il fatto che lungo la di 
rezione di Xj> l'operatore L ha un comportamento "migliore" rispetto al la 

Placiano, per quanto concerne la regolarità dei punti viceversa, nella di- 

rezione di x, ( Do) x), la situazione rispetto al laplaciano è molto meno fa 
vorevole. 
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